Vorlesung 19, 10.06.2016

Kubik C mit O € C.

P+Q+PxQ=C-1,
O+(PaQQ)+PxQ=C-1

C allgemein (glatt), Div(C) Divisorengruppe.
D=nmP+...n.P. €Div,n; € Z, P eC.
Definiere Grad(D) = nj + - -+ + n, und
Div¥(C) = {D € Div(C) | Grad(D) = k}.
DivY(C) < Div(C) ist die Untergruppe der Di-
visoren von Grad 0.

Lineare Aquivalenz von Divisoren

Definition. D und D" aus Div(C) heiflen linear dquivalent (schreibe: D = D'), wenn
D—-D =C-D—-C-D, wobei D und D' Kurven gleichen Grades sind und C nicht
als Komponente enthalten.

Beispiel. P+Q—(0O+(P®Q))=C-1-C-l,
dh. P+Q=0+ (P® Q).

P+Q+R=C-I
PP+Q +R=C-1
P+Q=P +Q

Lineare Familie von Divisoren (C - D(y,,)): Betrachte die Kurven D = V(G),
D = V(G') mit G,G' € Clz,y,z], . Man erhilt eine Familie von Kurven
Dinyy = VNG + pG'); AG + uG' € Cla,y, 2lm, (A : ), (1:0) < G, (0,1) < G".

Definition. Es sei C eine glatte projektive Kurve. Die Divisorenklassengruppe C1(C)
ist definiert durch C1(C) = Div®(C)/ =.

Kehren wir nun zuriick zur Kubik C mit O € C.

Satz. Die Abbildung ¢ : (C,&) — (CI(C),+) mit P +— P — O ist ein Isomorphismus
von Gruppen.



Beweis. 1. z.z.: ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus.

P+Q+P+xQ=C-,PpQ+0+P+xQ=C-I'=P+Q=P&Q+0
= P-0)+(Q-0)=P3Q—-0=¢(P)+¢(Q) =P Q).

2. z.z.: ¢ ist surjektiv. Es sei D € Div?(C) ein beliebiger Divisor. Wir kon-
nen D schreiben als D=P,+ P+ ...+ P.— Q1 — Q2 — ... — Q,, wobei die
Punkte P; oder @Q; nicht unbedingt paarweise verschieden sein miissen.
$(PEQ)=¢(P)—¢(Q), dh. PEQ-0=(P—-0)—(Q-0)=P—Q.
Damit gilt

D=P1-Q)+...+(P—-Q)=(P10Q—-0)+...+(Pc@—0)

:¢(P1@Q1)+"‘+¢(PT@QT):¢(@(B@Qi)>'

=1

3. z.z.: ¢ ist injektiv. Es selen P,P’ € C mit ¢(P) = ¢(P'), also
P-O=P -0O=P=P =P-P=C-D-C-D.

Fall Grad(D) = Grad(D') = 1:
Fir P+ R=C-D, P+ R =C D' mit einer
Menge von zwei Punkten R gilt D = D/, da

genau eine Gerade durch zwei Punkte existiert / ‘

=P=PF.

Fall Grad(D) = Grad(D') = 2: (
Essei R= P+ P, + P3+ Py + P5. Der Ke-
gelschnitt D wird durch fiinf Punkte eindeutig
festgelegt. = D=D' = P =P’

7
)

Fall Grad(D) = Grad(D') = 3:

Essei R = P+ Po+P3+Py+Ps+ FPs+ Pr+ Fy,
P der neunte Schnittpunkt mit P+ R=C-D,
P'+ R =C-D'. Nach dem ,Satz vom neunten
Punkt“ geht jede Kubik durch R auch durch
P, also P = P'. D = D’ muss dabei nicht gel-
ten.

Fall Grad(D) = Grad(D') > 4: c
Dieser Fall folgt mit dem ,Satz vom letzten
letzten Punkt“ (siehe unten).



(4.14) Schnitt einer Kubik mit Kurven h6heren Grades

Betrachte die Kurven C und D mit Grad(C) = 3, Grad(D) = m sowie C - D =
P+ ... P,

Satz. Liegen drei der Punkte von C - D auf einer Geraden [, so liegen die iibrigen
3m — 3 Punkte auf einer Kurve von Grad m — 1.

Beweis. O.B.d.A. seien | = V(z), C = V(F), D = V(G). Man erhilt
C-l+ F(x,y,0)=0, D -1l + G(z,9,0) = 0; G(x,y,0) = q(z,y)F(x,y,0).
G(z,y,z) — q(z,y)F(x,y,z) verschwindet fiir z = 0. Schreibe G(z,y,z) —

q(z,y)F(z,y,z) = zH(x,y, z), wobei H vom Grad m — 1 ist. Fiir den Schnitt C "D
gilt G =0, FF =0 und damit zH = 0. Drei der Punkte liegen also auf der Geraden
V(z) und die iibrigen auf einer Kurve V(H (z,y, 2)) vom Grad m — 1. O

Satz. Es seien C eine glatte Kubik, O € C ein Wendepunkt, D eine Kurve vom Grad
msowie C-D =Py + ...+ P3y,. Dann gilt PL @ Po® ... P3,, = O in (C,®, 0).

Beweis. Induktion nach m.

Im Fall m = 1 (s. Bild) gilt P&Q@®R = O,
also ist die Behauptung wahr fir m = 1.
m—m+1: P+P+Q=C-1,1= ’P1P2|,
Ps+Py+R=C-l',l' = ‘P3P4’, QR+R+S =
c-1",1"=|QR|.

D =D U!l” Kurve vom Grad m + 1.
=C-D=Q+R+S+P +...+ Ps,.
Dabei liegen Q, P, P> auf einer Geraden
und R, S, Ps, ..., Ps,, auf einer Kurve von
Grad m. Da R, P3, Py auf einer Geraden
liegen, liegen folglich S, Ps, . .., Py, auf ei-
ner Kurve vom Grad m — 1.

Aus P Po®dQ = O und Ps Py R =0
folgt nach Induktionsvoraussetzung S &
Ps®...® P3y, =0 in (C,®,0) und damit
auch QO RSSO P @ ... D P3y = O.
Aber es gilt auch Q @ R S = O, also
P®...® Py, =0.

O

Korollar (,Satz vom letzten Punkt®). Jeder der 3m Schnittpunkte einer Kubik C
mit einer Kurve vom Grad m wird durch die ibrigen 3m — 1 eindeutig bestimmdt.

Beweis. PL@...® Py, =0 = Py, =0(PL® ... D Pypy1). O

Korollar. Fin Divisor vom Grad 3m auf C ist genau dann Schnittdivisor mit einer
Kurve vom Grad m, wenn Pi & ...® Psy, = O.



Beweis. Man kann immer eine Kurve vom Grad m durch 3m — 1 Punkte finden, die

C nicht als Komponente hat. dim Clz, y, z,, = w = 1(m%+3m +2).
Kurve durch 3m — 1 Punkte: dim > $(m?+3m+2) —3m+1=1(m? —3m+2)+1.
Kurve der Form F' - G, Grad(G) =m — 3: % = 1(m? — 3m +2). O

Korollar (Cayley-Bacharach fiir Kubiken). C-D=C-&+ R =R =C-&'. Liegen
3e von insgesamt 3m Punkten auf einer Kurve vom Grad e, so liegen die iibrigen 3¢’
auf einer Kurve vom Grad €', e + € = m. (Gilt auch allgemeiner.)



